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����������	
 ���������	
 ���� �������� ����������	� ������������ ������
���� ����� �� ������� � ������������ ��������� �������� �������� � ��������
�� ��������� ������

���� � � �������! ����������	 �� ����"�� ��� �������� � � �	�
�����
#������ ��� ����"�� ����� ����� � � ������������$����$% ��������& ��'���
���� ������	 � ���� � � �������! ������������ �� ��$ � ������������ ������
��� ��������$ � ��(���% ���� ���� ����� �� ���� ����������%)��� ������
�� ������ ��������� � ������� ��������� *��� �����������$��� ��(���� ���� �
�	�	���� ��������& ������������ ������$�����$�� �������
 ������
 +�������
���,� - �� ��& ���� ��� �� �����$ ��� ��$ ������$�	
 ����� ���  ��� ��������
�������� � ������$����� ��(��� ��(����& ������������ �� ��$ ��(����& �����
�������� ���������

��� ����������� ������� �����	 �������������$ �������������� ����"���
���� � ���������. ��� ��� ��������%��� �����	� ���� � �� ���� ������	� ����
����� ���������� � �����	 �! ��(����& ����� �����������%��� ����� �����	�
���� �& ��� ��(���� �����	! ����%��� ����� �����	� �����	 ��� �! ��������
"��� /�� ��������� �� ���$�� ��������$& �� � ���	����$ �� ����� ����� ��
���
����	
 ��������� 0���� �!��� �� ���� � ���!�� ����������� �� � �	! �
������"����	! ������������$�	! ����! 1���$���� -23 24� ����� 2� -� 5��
���������

3���	
 ������ ������� �������� ������� ����� �����	& �������� �������
��(���� ���� & ������	 ���������� ������� � ����� ������
 ��� ��(�����

�����$ +�, ����� ������ ���� � ���� ���&  �� ���� � �����������$ �� �����
'������� �� ���������� � 24�� 6���� �����	� ���� � ���� ��	 ������ ��
�

7�� ���� ���$������� '������� ��� ��� ���� �����)����� �������� 1���$�
����& ����� 8 ���& � ������� �	�� ���� � +���� ����� ���� � ������! ���� "�1��
9 ��� :& '�� ��� ��&  �� '�� ���� � �	�� �� �������
 ��������� 1���$���� 8 ��
��!���� � 1��1��� �����
 ���!����� ��� ��������	; �� -23& ������� �����& !��
�� �����& ������1� ����� 1���$����! � 1���$���� �� ��������� 8 ���� �����
����� �����
,� ����� �� �� ���� ����� ���� � � �������� +��	 ��&  �� ���$(�
�����& ��� ������� ���� � � ������ ��������,� <�������& +-23�=>�?, ���� ���&
 �� ���� � �	�� � 9==> ��� ����� �� ��������$�	! '�������! �� 1���$����
-23& ����$�� ������� � ��������& � +2@��=A+:,�9, ���� ���&  �� ���� � �	�� �
9==A ��� �� �����
 �������
 ��������� ��!�������������� ������ 1���$����
����	� ������� � ���������
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{a} � �	�,��� �� �����%2�� 
( ��	�$� 4����	�� a <
N � �	�,��� �  ��� 	�������	�� �
���< N0 = N ∪ {0} <
Z � �	�,��� �  ��� #���� �
���<
Q � �	�,��� �  ��� ��#
�	���	�� �
���<
R � �	�,��� �  ��� ����� 
����	�� �
���<
∪ � ��=��
	�	
�< ∩ � !�������	
�< ∅ � !����� �	�,��� �<
∈ � (	�� !�
	����,	���
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��� ����

���� ����� ��	�
� �����	�� � 	�
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����������	�
 �������

��� ������� ��	�
 �� ���� 
���� ������	��� ����� ���	����� �����

• ����� ����������� 
���� �	��������� ������� �� ��
������ 	� �����������
�� ����������� ! ����� ��� ���	�������� � ��	� �������	���" ������

����#

• ��� 	������ ����������$� 
���� p �� ����������� 
���� q �������� q
�����
�� ��������� 0, 1, 2, . . . , (q − 1).

������� ����� ������� �������� 	�������� ���������� 
�����

• ��� 	������ �� % � �� &' 
���� 	�(� ���� �� �������) ��� � �����	�"" �$�
�����#

• ��� 	������ �� *) +%) %' � �� &'' 
���� 	�(� ���� �� �������) ��� � 
����)
���������� 	���" �$� �����	���� �������#

• ��� 	������ �� , � �� - 
���� 	�(� ���� �� �������) ��� � ����� �$� ����.
��/����) ���� ����� ���� 	�����" �� , ��� �� -) �� � ���� 
���� 	�����"
�� , ��� �� -.

0������) 
�� ��� ���
���� 	�������� 
���� 	������
�� �������� �� � ������

������) � � ��������� �� 	�����" /��� 
����. 1�� ��������
����� 	� ����" �
���������) ����� 	�����") ������"�� 	� ����" � 
������) � ������� ��� ��������

���� ����	�����" �������) ��� �����	���� � ������� � /�� ������� �����	"��"
������� � �.	.

1 ��	�
��) $	� ��������" ����������) 
�� �������� ��������) �����"��� ��
����������$� 
���� n ) 	�����" ��� �� 	�����" ��� ���� n �� ��	����� �����������

����) 
���� �����������" ���	���� ����� �������	���� k �����	���������
���������� 
���� 	�����" �� k .

������� ��	�
� ������ �������	��� ������
����
 �������� �����
� 	 ���
��	
 �������
�� �
�
��� ����� �� �� � ����� ��������	��� �� � ����� (−1) �



�� ������ � ��	�
�

������� ������	 
���

� � � � � � �� 	
���� �� ������� �� � ��
�� m � n ����� � � � 
������
�������
����� �
���� �� ������� �� ��
�� 
���� m+ n �
�� ������������ m · n?

 �! � � � �� "� � m = 3k + 1, � n = 3l + 2, ��

m+ n = 3k + 3l + 3 = 3 · (k + l + 1).

#���������$��% m+ n �����
� �� � ��&����  �

������ �����$ ������������

mn = (3k + 1) · (3l + 2) = 9kl + 3l + 6k + 2 = 3(3kl + l + 2l) + 2,

�� �
�$ ��� ������� �� � ������������ mn �
���� ����� ��

	 � � � �� �� �% �� ��

� � � � � � �� '�����$% ��� ��� �
�( �������$��( n ����)���� (n3 +3n2 +2n)
�����
� �� *�

 � ! � � � �� "� � n3 + 3n2 + 2n = n(n + 1)(n + 2) + �
�$ ������������ ��,(
��
���������$��( ��
��% ������ �
�-�� �����
� � �� �% � �� �% �� n3 + 3n2 + 2n
�����
� �� *�

� � � � � � �� '��� ��
�� 21995 � .�/��
�� ��
����00 &�1�� 2��-� ��
��%
�� �
���� �� ������� �� 3�

 � ! � � � �� �� ����
����� �
(����� ��
�� � ����

21995 = 24·498+3 = 16498 · 8.

��
��$� �* � �0��/ �������$��/ 
������ ���������
� �� *% � 6 · 8 = 48 % ��4

������ &�1�� ��
�� 21995 ����� 5�

��  �

������ �
���� 
������/ ���/� �� ������� �� 3�

• 21 ��� ������� �� 3 ��,� �
���� �%

• 22 ��� ������� �� 3 ��,� �
���� 6%

• 23 ��� ������� �� 3 ��,� �
���� ��

7�� �
���� �������0�
� 
 �������� T = 3. "� � 1995 = 3 · 665, �� 21995 ���
������� �� 3 ��,� �
���� ��

	 � � � �� �� 5% �� ��



���� �����	�
� � �	�� �
��� ��

������

�� �������	
 ��� ���� n5 − n ������ �� ���

�� �������	
 ��� ���� n3 − 7n ������ �� ��

�� �������	
 ��� n2 + 1 �� ������ �� � �� ��� ����� ����� n �

�� ����� m2 + n2 ������ �� �� �������	
 ��� ��� ������ ��  �

!� �������	
 ��� ���� n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) ������ �� ���

�� �������	
 ��� n3 + 3n2 − n− 3 ������ �� �" ��� ���#���� n.

$� %�� ����� �������	��� n ���� n4 + 2n3 − n2 − 2n �� ������ �� ���&

"� �������	
 ��� ���� ��'�( ��#� ������(����	��� ���� ������ ��  �

 � )�*�� ��#�������+� ���� ��������� ( �'������ �������� �������	
 ���

������	 ��,�� ������� � ���������� ����� ������ ��  �

��� ����,���
 ��� 4343 − 1717 ������ �� ���

��� ������ �� �� $ ���� 19911917 + 19171991?

��� �������	
 ��� ��� (�� �������	��� n (���,����
(
82n−1 − 1

)
������ �� $�

��� �������	
 ��� 5n − 3n + 2n ������ �� ��

��� -�.�� (� �������	��� n, ��� ������� ���� n · 2n + 1 ������ �� ��

�!� �������	
 ��� ���� 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
81

������ �� "��

��� �������	 ������� �������� �� ��/ 0���� n ������ �� ��+�� � ���	�� ��+��


��+�� ���� �+� ��*�  ������12���� ������� ������ ��3�

�$� %�� ����� n ���� M = 1717 . . . 17︸ ︷︷ ︸
2n ��*�

������ �� ��&

���� �����	�
� � �	�� �
���

���	�
������ ��
�	��� � �	���	� 	������ �����

%��(��#� ���(��� ���#�� ��4���� ���(����. ( ����� ������

• 5����,���� �� ���,�����  ������12�� ����'���� (����,��� (�������(�

% � � � � � �� 5�4��	 ( �������	��� ����� ���(����� 2xy = x2 + 2y.

5 �4 � � � �� 2xy = x2 + 2y ⇐⇒ y2 − 2y = (x− y)2 ⇐⇒
⇐⇒ (y − 1)2 − (x− y)2 = 1 ⇐⇒ (2y − x− 1)(x− 1) = 1.

�����(����	��
 �'� ���,����� ��(�� ������� � x = 2, y = 2 �

6 � ( � �� (2; 2) �



�� ������ � ��	�
�

� � � � � � �� 	�
���  ����� ������ �������� 2x + 1 = y2 �

	 � 
 � � � �� ���� x < 0, �� 0 < 2x < 1 � y2 /∈ Z � ��� x = 0 ����� y /∈ Z �

����� x > 0, ����� 2x = (|y| − 1)(|y| + 1), ������������� |y| − 1 = 2p,
|y| + 1 = 2q � 0 ≤ p < q � ������ 2q − 2p = 2 ⇐⇒ 2p(2q−p − 1) = 2.
�� ������ �������!

�"

{
2p = 2,
2q−p − 1 = 1

⇐⇒
{

p = 1,
q − p = 1

⇐⇒
{

p = 1,
q = 2

⇐⇒
{

y = ±3,
x = 3.

#"

{
2p = 1,
2q−p − 1 = 2

⇐⇒ ∅.

� �  � �� (3; 3), (3;−3).

• $�%��� ����� ��������� ����� ������

� � � � � � &� '��� ���� ��� �������� y2 = 5x2+6 �� ����� ��
���(  �����
�������

	 � 
 � � � �� ����%�
�� ��������  ���

y2 − x2 = 4x2 + 6 ⇐⇒ (y − x)(y + x) = 4x2 + 6.

)�� ��� %���* ����� �������* *�*���* �+���� ������� �� � ���* �����
����� ������ #��� �+���� ������� ���� (y + x) �+���� �� (y − x) ����
�+���� � ���#����� ,������������ ���* ����� �������* ������* �� -� ��
%���* ����� �� - �� ������*� .����� �������� �� ����� ��
���(�

• $�%��� ����� ������ � %������/0�� %���#���� � ������  ������(�

� � � � � � -� 	�
���  ����������� ������ �������� 2xy+4z = zx2+4y2z.

	 �
 � � � �� ������� z  � ���#��!

z(x2 + 4y2 − 4) = 2xy.

���������  ���#��� �� ���� ���/� ��� ��� ����� 2xy = 0 � ��� ������
%�� x, y ∈ N � ,������������

z =
2xy

x2 + 4y2 − 4
.

)�� ��� z ∈ N � �� z ≥ 1 � �� ����

2xy

x2 + 4y2 − 4
≥ 1 ⇐⇒ x2 + 4y2 − 4− 2xy ≤ 0 ⇐⇒ (x− y)2 + 3y2 ≤ 4.

���/�� ����� ��� y �� ����� #��� #���
� �� � %�� y = 1 %�������

(x− 1)2 ≤ 1.

,������������ x = 1 ��#� x = 2 �

� �  � �� (1; 1; 2), (2; 1; 1).
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• �������	
��
 ��������

� 	 � � 
 	 �� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 11x+ 7y = 3.

� 
� 
 � � 
� ��	���� y �
	
� x � ������� y =
3− 11x

7
. �	
������� x � ���


x = 7k + r, k ∈ Z, r = 0, 1, ..., 6.

�� �� y = −11k +
3− 11r

7
. !�" �� � ���#� y #��� �
���� ����� ���#�

(3 − 11r) �
������ �� $� � 	
�������
 �
	
#�	� ��
� ����
��% r = 0, 1, ..., 6
������
��"� ��� �������� ����� r = 6 � &�
�����
����� x = 7k + 6 � k ∈ Z �

y = −11k − 9 �

' � � 
 �� (7k + 6;−11k − 9), k ∈ Z.

������

�� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 xy + 1 = x+ y.

(� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 x(x+ 1) = y2.

�� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 2x2 + xy − y2 − 7x− 4y = 1.

)� !������� ��� �	���
��
 x2 − y2 = 1982 �
 ��

� 	
�
��% � �
��� �������

�� !������� ��� �	���
��
 x2−2y2+8z = 3 �
 ��

� 	
�
��% � �
��� �������

*� !������� ��� �	���
��
 x2 = 3y2 + 17 �
 ��

� 	
�
��% � �
��� �������

$� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 3y = 1 + x2.

+� �
���� � �
��� ������ �	���
��


√
x− 1

5
+

√
y − 1

5
=

√
5.

,� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 3(x− 3)2 + 6y2 + 2z2 + 3y2z2 = 33.

�-� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 x2 − 4xy = 4y2.

��� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 xy = x+ y.

�(� �
���� � ����	������ ������ �	���
��
 xz + 4y = yx2 + z2y.

��� �
���� � ����	������ ������ �	���
��
 2x − 3y = 1.

�)� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 3 · 2x + 1 = y2.

��� �
���� � ����	������ ������ �	���
��
 3x − 2y = 1.

�*� �
���� � ����	������ ������ �	���
��
 x+ y + z = xyz.

�$� �
���� � �
��� ������ �	���
��
 x2 + y2 + z2 = 2xyz.



�� ������ � ��	�
�

���� �����		
� ����� 	� ���
� ����

����������	�
 �������

��� ������� 	
������ ����� ��������	� 
����� � ����
� ������� ����� ��
����� ��	��� ����������� � ��������� �������� � �
����� ���������� �� 
���
������ 	 ��	���� ��
 ����!���
 ���
���� ���������� �	���"������� ����
��
	�� ���� ��	��� ��		
������� �	���#��� �	���"������� �����# 	 ��	���� ��

����!���
 ���
���� �������$%

&�#�� � '��� ������ �#� ���� ������� 	�������� 	 �		���������
 	�#����
��
	�� ���!�$ ���� a(n)/b(n), n ∈ N % (���	����� ��	#��"#� 	��	�!�� ������� ��#�
�����%

• ������������	� 	�#����
�	�" ���!� �� �������"��� q, q = 1 % )��� *�#�
������	�����	� � ���� ��� �����	�� ��� ��	������ � ���
�������% +���

�	#� ����	� �	����� ����
����� n � ��������	� �����	��� ��� q � �� #����
���� ������	� ���
����� �������� q %

• +������� ���!" a(n)

b(n)
����	�������	� � ����

a(n)

b(n)
= c(n) +

d(n)

b(n)
,

��� ��������� a(n), b(n), c(n), d(n) �����
� � ������	������ ��������%
��	#��"#� �������"��� ��	�� k ������	� �!��
 ��������
 ��������$ a(n)
� b(n) ����� � ���"#� ������ #���� ��� ������	� �!��
 ��������
 ��������$
d(n) � b(n) � �����	 � 	�#����
�	�� �	����$ ���!� 	�����	� # �		�������� 
	�#����
�	�� ���!� d(n)/b(n) % , 	������ #���� �#������� ����	��������
�	����$ ���!� ������	� ���������
 ����$ ��	�� ��� #���� d(n) �� ����	��
�� n -�� �	�" ������	� ����
 ��	��
.� �		��������� 	�#����
�	�� ����$
���!� d(n)/b(n) ������	�� #�# �������� 
���� ������
#�
� ��
 �		���������
	�#����
�	�� �	����$ ���!� a(n)/b(n) %

/���
��
 ��#��� ��� �	�� ��	�� a � b ����	������� � ���� ������������ ���	��

��������$

a = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnl

l , b = pm1
1 · pm2

2 · . . . · pml

l ,

�� ���!��"��$ �!��$ �������" -/01. � ���
��"��� �!��� #������ -/02. '��
��	�� ����	�� �	� 	���� ��
 �!����
�

/01(a, b) = p
min(n1,m1)
1 · pmin(n2,m2)

2 · . . . · pmin(nl,ml)
l ,

/02(a, b) = p
max(n1,m1)
1 · pmax(n2,m2)

2 · . . . · pmax(nl,ml)
l .

+ � 
 � � � � � �% /01(a, b) ·/02(a, b) = a · b.

������� ������� �����

� � � 
 � � �% ��� #�#� n ∈ Z ���������
3n+ 2

n− 1
������	� ����
 ��	��
3



���� �����		
� ����� 	� ���
� ���� ��

� � � � � � �� 	
� �
�
3n+ 2

n− 1
=

3n− 3 + 5

n− 1
= 3 +

5

n− 1
, � ������ ���� �����

������ ���� ���� ����� ����� ����
5

n− 1
, �� ����� ��� n−1 ∈ {±5,±1} �

� � � � �� n = −4; 0; 2; 6.

 � � � � � !� "�
�
��� �� ����
n2 − n+ 1

n2 + 1
�����
���
 �� ��� �
�� n.

� �� � � � ��  ����
���� ������# ����

n2 − n+ 1

n2 + 1
= 1− n

n2 + 1
.

$��� ���
���
 ����
n2 − n+ 1

n2 + 1
, � ���
���
 ����

n

n2 + 1
. $��� ���
���


����
n

n2 + 1
, � ���
���
 ����

n2 + 1

n
= n +

1

n
� ���
���
 ����

1

n
, ��

������� %����
������ �����
& ���� �����
���
�

 � � � � � '�  �� �
��� �
���
����� n ���� n4 + 4 �����(

� � � � � � �� 	
� �
�

n4 + 4 = n4 + 4n2 + 4− 4n2 = (n2 + 2)2 − 4n2 = (n2 + 2n+ 2)(n2 − 2n+ 2),

� n4+4 ) ����� ����� ���� ���� n2+2n+2 = 1 ��� n2−2n+2 = 1.  ����
��
������ ������* � �
���
����� ����
� �� ������ �������� ���+ ��
�����&

&��&���& n = 1 � � ,�� ����
� ���
����� n4+4 �
�� �� � ���� &��&���& ������
������

� � � � �� n = 1.

 � � � � � -� .��&���& �� ����� ��
��
�� ���� M = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2n ��/�

− 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n ��/�

?

� �� � � � �� 	
� �
� 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n ��/�

=
10n − 1

9
, �

M =
102n − 1

9
− 2 · 10

n − 1

9
=

102n − 2 · 10n + 1

9
=

(
10n − 1

3

)2

.

	
� �
� 10n − 1 ������& �
��� �
 3 � � ������ ���� &��&���& ����� ��
�0
�
���

� � � � �� "
�



�� ������ � ��	�
�

������

�� ������	
�� p, �	
 p � p+ 10 � p+ 14 � ������ �
	��

�� �
	� p 
 q � ������� p, q > 3. ��������� ��� p2 − q2 ��	
�� �� ���

�� ��
 ���
� ��	�� q  !��" �� ��	�� ��#��
�  ��"���
� x3 + 2qx+ 1 = 0?

�� ��������� ��� �	
 �"� ��	�$
��	���� �������
%�� ���&
 "  %%� ��"��
�� �� 
� ���%�����	
 ��"���

'� ��������� ��� �
	� n4 + 64 ���"��� ��
 	(&�% n ∈ N.

�� ��������� ��� �
	� n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + 1 �"	���� �����% �"������%
��
 	(&�% ��� ��	���% n �

)� ����$
��� ��� "���� ���*���� �
	� %�$�� ������"
�� " "
�� ������

�"������" �" � ��	�� �
�	�

+� ��������� ��� 23
1995

+ 31995
3

� ���"��� �
	��

,� ��������� ��� �	
 �
	� n �� �"	���� ������( �"�-�
� �� �
	� kn+ ln �
���"��� (n, k, l � ��� ��	���� �
	�. n, k, l > 1/�

�0� 1�"����� ��� a, b, c � ��	�� �
	� 
 a + b = c. ��������� ��� a4 + b4 + c4

���  �"�����- �"����� ��	�2� �
	��

��� � �� p 
 q � �"� ��	���"���	���� ������ �
	�� 3�$�� 	
 
�  %%�
&��� �����% �
	�%4

��� 5 %%� k2 +m2 + n2 ��	
�� �� �� ��������� ��� �
	� k,m, n � �*�����

��� 6�-�
 "� ��	�� n, ��
 ������� ���&�
22n+ 3

26n+ 4
�����
%��

��� ��������� ��� ���&�
2n2 − 1

n+ 1
�������
%� �
 ��
 ����% n �

�'� ��
 ���
� ��� ��	���� n �����
%� ���&�
n3 − n2 − 3n

n2 − n+ 3
?

��� ��������� ��� �
	�� ����!�� 
� n (n > 1) ��
����"�� �
7�� �� �"	����
�����% �"������%�

�)� 3�2 � 	
 �
	� 11, 12, 13 &��� �	���%
� �� �&�����	��� ��	���"���	���%
�
����- 2��%���
����- ���2��

4

�+� 8�#
�� " ��	�� �
	��  ��"���
�

√
x+

√
x+

√
x+ ...+

√
x = y 9"�2�

�,,� �����" �����/�



���� �����	�
�	� � �������	�
�	� ���
� ��

���� �����	�
�	� � �������	�
�	� ���
�

����������	�
 �������

�����	�
�	�� ���
�� �������	
� ��
	��	������ ��
��� ����
	������ � ����

��
����	��� ����� p/q � ��� p � ����� ��
��� q � ��	�������� ��
���
�������	�
�	�� ���
�� �������	
� ��
	��	������ ��
��� ������
	������ �

���� ��
����	��� ����� p/q.

� � � � � � � � � �� � ��� ������������ ��
�� ��!�� ����
	���	� � ���� �������

��
�	���� ����� ��� ��
������� ���������
�� ��
�	���� ������ � � ��� ��"

������������ ��
�� # � ���� ��
������� �����������
�� ��
�	���� ������

� � � � � � � � � $� %����� �����
	�� ������������ � ��
	��� ���& �����������&

��
�� �
���� �����	
� ������������ ��
���� %����� �����
	�� ������������ �

��
	��� ���& �������������& ��
�� ��!�	 �����	�
� ��� ������������� 	�� �

�������������� ��
����

'�����	���
	�� �������������
	� ��
��� ��� �������� �������	
� �	 ���	�������

(����������	
�� �	� �������� ��
�� ��!�� ����
	���	� � ���� ��
����	��� ���"

��� ��
�� ���� ���������� �����
	�� 
 ����)� ����������
��& �������������

�������	
� � �������� � ����& ��
��&� �� ��� )��� ��*����

���������	� 
� +
�� ��
�� x, n ∈ N, n > 1 � � y = n
√
x /∈ N � 	� y � �������"

�������

' � � � � � 	 � � � 
 	 � �� (�������!�� ���	������ (�
	� y = n
√
x =

p

q
� ��
����	�"

��� ������ 	����
pn

qn
= x � (�
	� q1 � ����	��� ��
�� q � q1 � ���
	�� ��
��� ,��

��� pn ����	
� �� qn � 	� p ����	
� �� q1 � %������	������ �����
p

q

����	��� ��

q1 � � -	� ���	�������	 ��*��� ��������!��� � �����	� y ��������������

���������	� �� +
�� � ��	�������& ��
�� k, n = 1 �
	� ��
������ )�� ���"

	�� ���!�	���� 	� logk n � ��
�� ���������������

' � � � � � 	 � � � 
 	 � �� (�������!�� ���	������ (�
	� logk n = p/q � ��� p, q ∈ N �

� ��
	� k ����	
� �� l ∈ N � � n �� ����	
�� ,���� kp/q = n ⇐⇒ kp = nq � �	�

�������!��� 	�� ��� ���� ��
	� �����
	�� ����	
� �� l � � ������ � ��	�

������� ������� �����

( � � � � � �� '�����	� �������������
	� ��
��
√
5−

√
3.

. �* � � � �� (�
	�
√
5 −

√
3 = r ∈ Q. ,���� r2 = 8 − 2

√
15 �� 
������	������

√
15 =

8− r2

2
∈ Q � /�

√
15 ������������� 
����
�� �	���!���� �� �����	 ��*�

��������!���� � 	��� �	�
√
5−

√
3 = r ∈ Q � ��������



�� ������ � ��	�
�

� � � � � � �	 
������ ��� ����� sin 10◦ �����������	

� � � � � � �	 �� ������� ����� �������� ��� �������

sin 30◦ = 3 sin 10◦ − 4 sin3 10◦ ⇐⇒ sin 10◦ =
1

6
+

4

3
sin3 10◦.

��� ����!��� ��� sin 10◦ " ���������� ������ �� ���� sin 10◦ =
p

q
, � �

p

q
"

���������#  ��$�	 %�� 

p

q
=

1

6
+

4

3
· p

3

q3
⇐⇒ 6pq2 = q3 + 8p3.

�� ����� ���� �&����& ��� ���� ��� q " �'����� �� ���� q = 2n. %�� 

3pn2 = n3 + p3 ⇐⇒ n2(3p− n) = p3.

(�� �&������� p3
			 n2 �  �� ��  ��$�

p

q
=

p

2n
���������� �� n = 1 	 ���������

���������� & )��� ����� ��&�����  �# p

3p− 1 = p3 ⇐⇒ p(3− p2) = 1

������� & ����* ����* �� ������ ����� sin 10◦ �����# ��� ��&��� & &� � ����+

�������  ��$�
p

q
�� ������ ��� #&�#���# ������������	

� � � � � � ,	 
������ ��� ����� 0, 1010010001... #&�#���# ������������	

� � � � � � �	 ����� ��� ����������	 %��  & ���  ��#������ ����� ���� ����� 

�� k ����	 -� & ����� ���� ����� ��� ��  ���� �� ��� &�����.��# k
����� �� �# 	 (�� �&������� & ����� � �� ��!��# � �� �����  )�� �����&������

����&�.	

������

�	 
������ ��� �����
√
2 +

3
√
3 �����������	

�	 
������ ��� �����
3
√
2 +

3
√
3 �����������	

,	 /&�#���# �� ���������� �����

√
3−

√
4 +

√
12 +

√
3 +

√
4−

√
12 ?

0	 1 �� �� ������ ��&����# x2 + px+ q = 0 �&�� 1 +
√
3. -��� p � q, ����

��&������ ��� ��� ����������	

2	 /&�#���# �� ���������� ����� sin 25◦?

3	 1��� ����� ���&�� 0 ��� ����� ��#��� � ���� 7
√
0, 9999.

4	 ������ & ���������* ����* ��&����� 2x = 3y.
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�� ����	�� �	� ���
� 0, 123456789101112... ����
� �� 	�� ������� ��� ��
	!�
���� ���
 ��"� "#  �
 �	� �������
�����

�$� ����	�� �	� ���"! 
%���� "�!� ��
������ �������
����� ���
�
�� ��	� �����
���� ���
��

��� ����	�� �	� cos 2◦ & �������
���� ���
��

�'� ����	�� �	� cos 1◦ � sin 1◦ & �������
���� ���
�

�(� )���"�
�	� ������ ��� ���
� �� 	�� ! ���
 sin 80◦.

�*� +��	� ,�	 �� �"�� �����
���� ���
� a 	���� �	�

∣∣∣∣(√3
)√2

− a

∣∣∣∣ < 1.

��� ������	
� �	� �������� x3+x2y+y3 = 0 �� ����	 �������� ��������
���
��������

���� �����	�
	 �
�	

����������	�
 �������

��� ������� ����� �	��� ������� ��	 �������  ���!"�� ���#���

• $  ����  �������% ����	����� �� ����� ����&����  ����	 ����������'
 ���� �������������%�� ����� 	� � ����! ����� �  �������! ��� �����
�� ���

• ���  �������� �����	����� �� ����� ����&���� a � b �������!	 	����
�� �� c, ��	����  ������� �  a � �  b � (�������� ��% ��� ������% �������'
 	�� a > b �����%	 �� �� c 	����� �	� a > c � c > b.

• )����� �����	 ����� ��� 	� ����	��! � ������	��
�! *����! f(x) �
������	
 � ����! �����  �������% ��  �������� �������� *����� f(x)
��� �������� �������%� ������	��

+��&� ���	 �����	
 % ���������  ���!"�� ������� 	��,

•
∣∣∣∣a+

1

a

∣∣∣∣ ≥ 2 � ��� a = 0 -������  ��� ��� ������� ����	��� �������.�

����� 	�� �� 	����	 % ��� a = ±1 /

• x+ y

2
≥ √

xy � ��� x, y ≥ 0 � ����� 	�� �� 	����	 % ��� x = y

- ������ �����	���� ��� �� ����� ����	  ������� ���*��	��� ����./

• sinx < x < tg x ��� 0 < x <
π

2
/

• (1 + x)n ≥ 1 + nx � ��� x > −1 � n ∈ N0 -������� 	�� 0������.�
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 ���
���
	�
�

���������	� 
� logn (n+ 1) ��� n ∈ N\{1} �����
� � ������ n �

� � � � � � � 
 � � � � � �� ��
������� logn (n+ 1) � ���


logn (n+ 1) = logn

(
n+ 1

n
· n
)

= logn

(
n+ 1

n

)
+ 1 = logn

(
1 +

1

n

)
+ 1.

��� ������ �������
������ �����	�� �
���� ����
��� ��������	� ��������

� � ���
 �����

logn

(
1 +

1

n

)
=

lg
(
1 + 1

n

)
lg n

,

�
 ������
�� �����
� � �	��
	��
�� ��������
�� !���� ������� �
���
 ����
��

�����
� � ��
�����
��	� �����
� � ������ "�� � ��
�������� ���������

������� ������	 
���

� � � � 
 � #� "�� ����$
% log4 5 ��� log1/2 1/3&

' 
 $ 
 	 � 
� log1/2 1/3 = log2 3 > log3 4 > log4 5.

( � � 
 �� log4 5 < log1/2 1/3 �

� � � � 
 � �� )���	��� ����� 200
√
2 � 1, 006 �

' 
 $ 
 	 � 
� )������� �������	�
 	
���
	���� � ����
�*� ��
 
� ����� � ��
�
	�
200 %

2 ∨ 1, 006200.

(+
	�� ������ ����� � ������� 	
���
	���� ,
�	����%

(1 + 0, 006)200 ≥ 1 + 200 · 0, 006 = 2, 2.

!� 
��� 1, 006200 ≥ 2, 2 > 2 � ��
�����
��	� 200
√
2 < 1, 006 �

( � � 
 �� 200
√
2 < 1, 006 �

� � � � 
 � -� "�� ����$
% sin cos 1◦ ��� cos sin 1◦?

' 
 $ 
 	 � 
� �����
� ��� sin cos 1◦ < cos 1◦ < cos sin 1◦.

#. /
���
	���� sin cos 1◦ < cos 1◦ ��
��
� �� ��� ��� � �
���0 �
��
��� sinx < x �

�. /
���
	���� cos 1◦ < cos sin 1◦ �����	�
��� ������ ��� 1◦ > sin 1◦  � � �
���0
�
��
��� cosx �����
��

( � � 
 �� sin cos 1◦ < cos sin 1◦.

1 � � 
 � � 	 � 
� /
���
	���� sin cosx < cos sinx �����
����� ��� ��
2 x �
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	 �
�	 ��

� � � � � � �	 
������ ����� log2 5 �
√
5.

� �� �  � �	 ��� ����� ���������� �������������� ����� � ������� [2; 3] 	 
����

�� � � ����!��" �������# �� ���� �
5

2
$

log2 5 ∨ 5

2
⇐⇒ 2 log2 5 ∨ 5 ⇐⇒ log2 25 < log2 32;

√
5 ∨ 5

2
⇐⇒ 2 ∨

√
5 ⇐⇒ 4 < 5.


��!��������# ����� log2 5 �
√
5 ����� � �������

[
2 ;

5

2

]
. 
����� � � �����

!��" %��&� �������# �� ���� �
9

4
$

log2 5 ∨ 9

4
⇐⇒ 4 log2 5 ∨ 9 ⇐⇒ log2 625 > log2 512;

√
5 ∨ 9

4
⇐⇒ 4

√
5 ∨ 9 ⇐⇒ 80 < 81.


��!��������# log2 5 >
9

4
>

√
5.

� � � � �	 log2 5 >
√
5.

� � � � � � '	 (�������# ��� 3
√
2 + 3

√
4 < 2 3

√
3 	

� � � �  � �	 )����!*� ��� ����� ��������� � �+�$

2 + 3
3
√
16 + 3

3
√
32 + 4 < 24 ⇐⇒ 3(2

3
√
2 + 2

3
√
4) < 18 ⇐⇒ 3

√
2 +

3
√
4 < 3.

�������� f(t) = t2 + t− 3 # t0 = 3
√
2 � �������# ��� f(t0) < 0.

,��������� f(t) < 0 ������!���� ��� t ∈
(
−1−√

13

2
;
−1 +

√
13

2

)
	 (������#

���
−1−√

13

2
< 3

√
2 <

−1 +
√
13

2
	

��������+ 3
√
2 > 0 # ����� ��������� �����!�	 ������ ��������� �����

����� ��������+ 2 3
√
2 <

√
13− 1 	 )����!*� ��� ����� � �+�$

16 < 13
√
13− 3 · 13 + 3

√
13− 1 ⇐⇒ 56 < 16

√
13 ⇐⇒ 7 < 2

√
13,

��� ��� ����� �����!��� � ���!��� ���+��� �����!�� ��������� 49 < 52 	

��!��������# �� �!�� ��������� ����� ������!����	

������

�	 
������ �����$ 10log9 3 � 7log4 2.

�	 -�� ������$ log4 7 ��� log1/3 2?



�� ������ � ��	�
�

�� ��� ���	
�� log11 12 � log12 13�

�� ������	 ����� log2 π + logπ 2  2.

�� ��� ���	
�� log2 5 � log3 5?

�� ��� ���	
�� log2 3 � log3 2?

�� ������	 ����� log11 119  log15 227.

�� ������	 ����� 4
√

log4 5  5
√

log5 4.

�� ������	� ��� ���	
�� 340 � 430.

 !� ��� ���	
��
9
√
9! � 8

√
8! ?

  � "#��$���	 %��& ���� sin 2 · cos 3 · sin 5.

 �� '�&�� % ���� ���	
��
√
2 cos 2 + 4 cos 1 + 3− 2 cos 1 �

1

2
�

 �� '�&�( %��& )��� ���� lg(arctg 2)?

 �� ��� ���	
��
π

4
� arctg

1

4
+ arctg

5

8
�

 �� ��� ���	
�� sin 3 � sin 3◦?

 �� *��#���+�	 � #���$&� ��%������� �����

√
2

7
, sin

π

7
, tg

π

5
.

 �� ������	 ��,��-)�� log2 3  log5 8.

 �� ������	 ����� log3 7  log7 27.

 �� ��� ���	
�� 2
√
3 � 3

√
2?

�!� ������	 ����� sin 31◦  tg 30◦.

� � ������	 ����� tg 55◦  1, 4.

��� ������	� ��� ���	
�� 10
√
11 � 11

√
10 �

��� ��� ���	
��
3
√
40 + 1 �

3
√
88?

��� ������	 ����� log2 14 
√
15.

��� ������	 ����� log189 1323  log63 147.

��� ������	 $�� �����
log3 4 · log3 6 · . . . · log3 80
2 log3 5 · log3 7 · . . . · log3 79
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