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Глава 

Дифференцируемые функции

§ .. Определение производной

Производная функции f (x) в точке x0 –– это предел

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

= f ′(x0)=
d f

dx
(x0).

Если этот предел существует, то говорят, что функция f (x) диффе-
ренцируема в точке x0.

Для функции f (x), определённой на отрезке [a, b], производные
в точках a и b определяются как односторонние пределы.

Производную функции g(x)= f ′(x) называют второй производ-
ной или производной второго порядка функции f (x) и обознача-
ют f ′′(x). Аналогично определяется производная третьего порядка

f ′′′(x) и т. д. Производную n-го порядка обозначают f (n)(x)=
dn f

dxn (x).

Теорема .. Пусть функция f (x) дифференцируема в точке x0,
а прямая, проходящая через точки (x0, y0) и (x1, y1), где y0= f (x0) и
y1 = f (x1), задаётся уравнением y − y0 = k(x1)(x− x0). Тогда

lim
x1→x0

k(x1)= f ′(x0).

Доказательство. Рассматриваемая прямая задаётся уравнени-

ем y− y0=
f (x1)− f (x0)

x1− x0

(x− x0), поэтому k(x1)=
f (x1)− f (x0)

x1− x0

. Непо-

средственно из определения производной видно, что lim
x1→x0

k(x1) =

= f ′(x0).
Прямую y − f (x0)= f ′(x0)(x− x0) называют касательной к гра-

фику y = f (x) в точке (x0, f (x0)).
Теорема .. Если функция f (x) дифференцируема в точке x0, то

она непрерывна в этой точке.
Доказательство. Запишем тождество

f (x)− f (x0)=
f (x)− f (x0)

x − x0

(x − x0).



.. Определение производной 

При этом lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x−x0

= f ′(x0) и lim
x→x0

(x−x0)=0. Поэтому

lim
x→x0

( f (x)− f (x0))= f ′(x0) · 0= 0.

Это означает, что функция f (x) непрерывна в точке x0.
Пример .. Функция f (x)= |x| всюду непрерывна, но не диффе-

ренцируема в точке x = 0.
Теорема .. Если функции f (x) и g(x) дифференцируемы в точ-

ке x0, то:
а) ( f + g)′(x0)= f ′(x0)+ g′(x0);
б) ( fg)′(x0)= f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g′(x0), где ( fg)(x)= f (x)g(x);

в)
�

f

g

�′
(x0)=

f ′(x0)g(x0)− f (x0)g′(x0)

(g(x0))2
, если g(x0) 6= 0.

Доказательство. а) Непосредственно следует из свойств преде-
ла суммы двух функций.

б) Пусть h(x)= f (x)g(x). Тогда

h(x)− h(x0)= f (x)(g(x)− g(x0))+ g(x0)( f (x)− f (x0)).

Поделим обе части этого равенства на x− x0 и заметим, что f (x)→
→ f (x0) при x→ x0.

в) Пусть h(x)= f (x)/g(x). Тогда

h(x)− h(x0)

x − x0

=
1

g(x)g(x0)

�
g(x0)

f (x)− f (x0)

x − x0

− f (x0)
g(x)− g(x0)

x − x0

�
.

Устремляя x к x0, получаем требуемое.
Композицией функций f и g называют функцию g◦ f (x)=g( f (x)).
Теорема .. Пусть функция f дифференцируема в точке x0, а

функция g дифференцируема в точке y0 = f (x0). Предположим, что
у точки x0 есть такая окрестность U(x0), что если x принадлежит
U(x0) и x 6= x0, то f (x) 6= f (x0). Тогда функция g ◦ f дифференцируе-
ма в точке x0 и (g ◦ f )′(x0)= g′( f (x0)) f ′(x0).

Доказательство. Тождество

g ◦ f (x)− g ◦ f (x0)

x − x0

=
g ◦ f (x)− g ◦ f (x0)

f (x)− f (x0)
· f (x)− f (x0)

x − x0

показывает, что функция g ◦ f дифференцируема в точке x0 и

(g ◦ f )′(x0)= g′( f (x0)) f ′(x0).

Доказательство теоремы . получилось столь простым из-за
предположения о том, что у точки x0 есть такая окрестность U(x0),
что если x принадлежит U(x0) и x 6= x0, то f (x) 6= f (x0). В задаче .
это предположение заменено другим.
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Задача .. Пусть функция f непрерывна на отрезке [a, b], диф-
ференцируема в точке x ∈ (a, b), а функция g определена на некото-
ром отрезке I, содержащем все значения функции f и дифференци-
руема в точке y = f (x). Докажите, что функция h(t)= g( f (t)) диф-
ференцируема в точке x и h′(x)= g′( f (x)) f ′(x).

Пусть функция f (x) строго возрастает на отрезке [a, b]. Тогда
каждой точке y отрезка [ f (a), f (b)] соответствует единственная
точка x отрезка [a, b], для которой y = f (x). Поэтому можно опре-
делить обратную функцию g( y)= x.

Теорема .. Пусть f ′(x0) 6= 0, g( y) –– обратная к f (x) функция.

Тогда если y0 = f (x0), то g′( y0)=
1

f ′(x0)
.

Доказательство. Достаточно заметить, что

f (x)− f (x0)

x − x0

=
y − y0

f ( y)− f ( y0)
.

§ .. Производные элементарных функций

Вычисление производных элементарных функций мы оставим в
качестве задач.

Задача .. Докажите, что (xn)′= nxn−1 для любого натурально-
го n.

Задача .. Докажите, что (xa)′ = axa−1 для любого веществен-
ного a и положительного x.

Задача .. Докажите, что (sin x)′= cos x и (cos x)′=−sin x.

Задача .. Докажите, что (tg x)′ = 1

cos2 x
и (ctg x)′ = − 1

sin2 x
на

области определения.
Задача .. Докажите, что (ax)′= ax ln a для a> 0.

Задача .. Докажите, что (loga x)′= 1

x ln a
.

Задача .. Докажите, что (arcsin x)′=
1p

1− x2
и (arctg x)′=

1

1+ x2
.

Несложно проверить следующие формулы для производных ги-
перболических функций:

(sh x)′= ch x, (ch x)′= sh x, (th x)′= 1

ch2 x
, (cth x)′=− 1

sh2 x
.

Теперь приведём несколько задач, связанных с применением
производных элементарных функций.

Задача .. Пусть функции u(x) и v(x) дифференцируемы и фун-
кция u(x) положительна. Докажите, что функция uv

= u(x)v(x) диф-
ференцируема, и найдите её производную.



.. Производная многочлена и кратные корни 

Задача .. Вычислите производную функции f (x)= xsin x (для
x > 0).

Задача .. Пусть 0 < a < π/2 –– постоянный угол. Вычислите
производную функции f (x)= cosx a− sinx a.

§ .. Производная многочлена и кратные корни

Корень x0 многочлена f (x) называют кратным, если f (x) =
= (x− x0)2g(x), где g(x) –– некоторый многочлен.

Теорема .. Многочлен f (x) степени n¾ 2 имеет кратный ко-
рень тогда и только тогда, когда многочлены f (x) и f ′(x) имеют
общий корень.

Доказательство. Предположим, что f (x) = (x − x0)mg(x), где
m¾ 2. Тогда многочлен

f ′(x)=m(x− x0)m−1g(x)+ (x− x0)mg′(x)

имеет корень x0.
Предположим, что f (x)= (x − x0)g(x), причём g(x0) 6= 0. Тогда

f ′(x)= g(x)+ (x − x0)g′(x), поэтому f ′(x0)= g(x0) 6= 0. Таким обра-
зом, если все корни многочлена f (x) имеют кратность 1, то они не
являются корнями многочлена f ′(x).

Задача .. Докажите, что многочлен

fn(x)= 1+ x +
x2

2!
+…+ xn

n!

не имеет кратных корней.
Задача .. Пусть P(x) –– многочлен с целыми коэффициента-

ми. Докажите, что все коэффициенты его n-й производной P(n)(x)
делятся на n! для любого натурального n.

Задача .. Докажите, что среднее арифметическое корней мно-
гочлена степени n, имеющего n различных корней, равно среднему
арифметическому корней его производной.

Задача .. Пусть f и g –– многочлены степени n. Докажите, что
fg(n) − f ′g(n−1)

+ f ′′g(n−2)− f ′′′g(n−3)
+…+ (−1)n f (n)g –– константа.

Задача .. Пусть p и q –– вещественные числа. Сколько веще-
ственных корней имеет кубическое уравнение x3

+ px + q= 0 в за-

висимости от знаков числа p и дискриминанта D=
q2

4
+

p3

27
?

Задача .. Пусть f (x)= (x − x1)…(x − xn), где числа x1, …, xn

попарно различны и отличны от нуля. Докажите, что

n∑
i=1

xk
i

f ′(xi)
=

¨
0 при 0¶ k¶ n− 2;

1 при k= n− 1.
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Задача .. Пусть P(x)= (x − x1)…(x − xn), где x1, …, xn –– ве-
щественные числа. Докажите, что (P′(x))2¾ P(x)P′′(x) для всех ве-
щественных x.

Задача .. Докажите, что любой многочлен можно предста-
вить в виде разности двух монотонно возрастающих многочленов.

Задача .. Докажите, что многочлен

P(x)= a0 + a1 xk1 + a2 xk2 +…+ an xkn

имеет не более n положительных корней.
Задача .*. Функция f (x) бесконечно дифференцируема на

всей прямой, причём в каждой точке производная некоторого по-
рядка равна нулю. Докажите, что f (x) –– многочлен.

§ .. Касательная и нормаль

Касательная в точке (x0, f (x0)) к графику y = f (x) дифференци-
руемой функции задаётся уравнением

y = f (x0)+ f ′(x0)(x− x0).

Производная f ′(x0) –– это тангенс угла наклона касательной.
Секущая, проходящая через точки (x0, f (x0)) и (x1, f (x1)) задаёт-

ся уравнением

y = f (x0)+
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

(x− x0),

поэтому касательная –– предельное положение секущей при x1→ x0.
Задача .. Касательная к кривой y = ex в точке (x0, y0) пересе-

кает ось Ox в точке (x1, 0). Докажите, что разность x1− x0 одна и та
же для всех точек кривой.

Задача .. На параболе, ось которой параллельна оси Oy, взя-
ты точки A1, A2 и A3. Пусть k1 –– тангенс угла наклона касательной
в точке A1, kij –– тангенс угла наклона секущей Ai A j . Докажите, что
k1= k12+ k13 − k23.

Нормаль к кривой y= f (x) в точке (x0, y0) –– это прямая, проходя-
щая через точку (x0, y0) перпендикулярно касательной в этой точке.

Задача .. Докажите, что нормаль к кривой y = f (x) в точке
(x0, y0) задаётся уравнением

− f ′(x0)( y − y0)= x− x0.

Задача .. Нормаль к параболе y = x2 в точке (x0, y0) пересе-
кает ось Oy в точке (0, y1). Докажите, что разность y1 − y0 постоянна
для всех точек параболы.



.. Функции, дифференцируемые на отрезке 

§ .. Функции, дифференцируемые на отрезке

Значение функции, которое является наибольшим или наимень-
шим, называют экстремальным. Точку, в которой функция прини-
мает экстремальное значение, называют точкой экстремума.

Теорема . (Ферма). Пусть функция f (x) определена на отрез-
ке [a, b], внутренняя точка x0 этого отрезка –– точка экстремума
и в точке x0 существует производная. Тогда f ′(x0)= 0.

Доказательство. Пусть для определённости f (x0) ¶ f (x) для
всех x из отрезка [a, b]. Рассмотрим односторонние пределы

lim
x→x0+0

f (x)− f (x0)

x − x0

и lim
x→x0−0

f (x)− f (x0)

x − x0

.

В обоих пределах числитель неотрицателен. При этом в первом пре-
деле знаменатель положителен, а во втором отрицателен. Значит,
первый предел неотрицателен, а второй неположителен. Но оба
предела равны f ′(x0).

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Общий метод нахождения максиму-
мов и минимумов Пьер Ферма (–) разработал в  году.

Теорема . (Ролль). Пусть функция f (x) дифференцируема на
отрезке [a, b], причём f (a) = f (b). Тогда существует внутренняя
точка x0 этого отрезка, для которой f ′(x0)= 0.

Доказательство. Функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b], по-
этому по теореме Вейерштрасса (теорема .) среди её значений
есть наибольшее M и наименьшее m. Если M =m, то функция f (x)

постоянна, поэтому в качестве x0 можно взять любую внутреннюю
точку отрезка. Если же M >m, то одно из этих двух значений дости-
гается не в конце отрезка, потому что по условию f (a)= f (b). Зна-
чит, в некоторой внутренней точке x0 отрезка [a, b] функция f (x)
достигает наибольшего или наименьшего значения, поэтому по тео-
реме Ферма (теорема .) f ′(x0)= 0.

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Мишель Ролль (–) опублико-
вал теорему . для многочленов в  году. Его подход был чисто
алгебраический, он был убеждён, что методы анализа бесконечно
малых неизбежно приведут к ошибкам.

Теорема . (Лагранж). Пусть функция f (x) дифференцируема
на отрезке [a, b]. Тогда существует внутренняя точка x0 этого от-
резка, для которой

f ′(x0)=
f (a)− f (b)

a− b
.

Теорему Лагранжа, записанную в виде f (b)− f (a)= f ′(x0)(b−a),
часто называют формулой конечных приращений или теоремой о
среднем значении.
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Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию

F(x)= f (x)− f (a)− f (b)

a− b
(x − a).

Эта функция дифференцируема на отрезке [a, b] и F(a)=F(b)= f (a).
Поэтому к функции F(x) можно применить теорему Ролля (теоре-
ма .). В результате получим, что существует внутренняя точка x0

отрезка [a, b], для которой F ′(x0)=0, т. е. f ′(x0)− f (a)− f (b)

a−b
=0.

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Жозеф Луи Лагранж (–) полу-
чил формулу конечных приращений в  году как частный случай
остаточного члена для формулы Тейлора.

Задача .. Функция f (x) дифференцируема на отрезке [a, b],
причём f ′(x)= 0 для всех точек x отрезка [a, b]. Докажите, что функ-
ция f (x) постоянна на отрезке [a, b].

Задача .. Функция f (x) дифференцируема на отрезке [a, b].
а) Докажите, что эта функция неубывающая (на этом отрезке)

тогда и только тогда, когда f ′(x)¾ 0 для любой точки x ∈ (a, b).
б) Докажите, что если f ′(x)¾ 0 для любой точки x ∈ (a, b) и не

существует отрезка [p, q], содержащегося в [a, b], во всех точках ко-
торого f ′ обращается в нуль, то функция f (x) строго возрастающая.

Задача .. Функции f (x) и g(x) дифференцируемы на отрезке
[a, b]. Докажите, что если f (a)= g(a) и f ′(x)> g′(x) для любой точ-
ки x интервала (a, b), то f (x)> g(x) для любой точки x интервала
(a, b).

Задача .. Докажите, что если x> 0, то cos x > 1− x2

2
и sin x>

> x − x3

6
.

Задача .. Докажите, что если 0< x <
π
2

, то tg x> x +
x3

3
.

Замечание. Доказательства неравенств из задач . и . ос-
нованы на том, что из неравенства для производных следует нера-
венство для функций. Другими словами, из неравенства для функ-
ций следует неравенство для первообразных (интегралов). Подход
с применением интегралов (по сути дела, эквивалентный) в неко-
тором смысле более естествен: чтобы получить неравенство, нужно
вычислить интеграл. Поэтому здесь мы привели только два нера-
венства. Более подробно этот метод доказательства неравенств об-
суждается в § ..

Задача .. а) Пусть 0<α< 1 и x ¾ 0. Докажите, что xα− αx ¶
¶ 1−α.

б) Пусть a, b, p и q –– положительные числа, причём 1
p
+

1
q
= 1.

Докажите, что ab¶
1
p

ap
+

1
q

bq.



.. Неравенства 

Задача .. Функция f (x) дифференцируема на отрезке [a, b],
причём f ′′(x)> 0 для всех x ∈ (a, b). Докажите, что эта функция вы-
пуклая.

Задача .. Функция f дифференцируема на отрезке [a, b], при-
чём для некоторой константы c для всех x ∈ [a, b] выполняется нера-
венство | f ′(x)|¶ c| f (x)|. Докажите, что если f (x0)= 0 для некото-
рой точки x ∈ [a, b], то f (x)≡ 0 на [a, b].

Теорема . (Коши). Пусть функции f (x) и g(x) дифференци-
руемы на отрезке [a, b], причём производная g′(x) не обращается в
нуль во внутренних точках этого отрезка. Тогда существует внут-
ренняя точка x0 отрезка [a, b], для которой

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
=

f ′(x0)

g′(x0)
.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию

F(x)= ( f (b)− f (a))(g(x)− g(a))− ( f (x)− f (a))(g(b)− g(a)).

Ясно, что

F ′(x)= ( f (b)− f (a))g′(x)− f ′(x)(g(b)− g(a))

и F(a)= F(b)= 0. Поэтому к функции F(x) можно применить теоре-
му Ролля (теорема .). В результате получим, что существует внут-
ренняя точка x0, для которой

( f (b)− f (a))g′(x0)− f ′(x0)(g(b)− g(a))= 0. (.)

По условию g′(x0) 6= 0. Легко также видеть, что g(b)− g(a) 6= 0, по-
скольку иначе по теореме Ролля нашлась бы внутренняя точка x1,
для которой g′(x1)= 0. Поэтому равенство (.) можно поделить на
g′(x0)(g(b)− g(a)) и получить требуемое.

§ .. Неравенства

Приведём ещё несколько задач на доказательство неравенств с
помощью производных.

Задача .. Докажите, что если 0<α<β <
π
2

, то α sinβ <β sinα
и α tgβ >β tgα.

Задача .. Докажите, что если 0<α<
π
2

, то 2 sinα+ tgα> 3α.

Задача .. а) Докажите, что ex > 1+ x для любого x 6= 0.

б) Докажите, что 1
n+ 1

< ln
n+ 1

n
<

1
n

для любого натурального n.

Задача .. Пусть x > 0, x 6= 1. Докажите, что: а) ln x < x − 1;

б) ln x >
x − 1

x
.
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Задача .. Докажите, что ln x < n(x1/n − 1)< x1/n ln x для лю-
бого положительного числа x 6= 1.

Задача .. Докажите, что lim
n→∞

n ln
�

1+
x
n

�
= x при x> 0.

Задача .. Докажите, что ex > xe для любого положительного
x 6= e.

Задача .. Пусть a и b –– положительные числа. Докажите, что
b · 2a

+ a · 2−b ¾ a+ b.
Задача .. Пусть a> b> 0. Докажите, что

p
ab<

a− b
ln a− ln b

<
a+ b

2
.

Задача .*. Докажите, что

sin x +
1
2

sin 2x +
1
3

sin 3x +…+ 1
n

sin nx> 0

при 0< x <π.
Задача .. Пусть 0< x <π/4. Докажите, что

(cos x)cos2 x > (sin x)sin2 x и (cos x)cos4 x < (sin x)sin4 x .

Задача .. Докажите, что если x>−1 и x 6= 0, то

2|x|
2+ x

< |ln(1+ x)|< |x|p
1+ x

.

§ .. Правило Лопиталя

Правило Лопиталя позволяет вычислять некоторые пределы с
помощью производной.

Теорема . (правило Лопиталя). Пусть функции f (x) и g(x)
удовлетворяют условиям теоремы Коши (теорема .) и, кроме

того, f (a)= g(a)= 0. Тогда если lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= A, то lim

x→a+0

f (x)

g(x)
= A.

Доказательство. Фиксируем точку x ∈ (a, b] и применим теоре-
му Коши к отрезку [a, x]. В результате получим, что внутри этого
отрезка есть точка x1, для которой

f (x)

g(x)
=

f (x)− f (a)

g(x)− g(a)
=

f ′(x1)

g′(x1)
.

Если x→ a, то x1→ a. Из этого следует требуемое.
Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Гийом де Лопиталь (–) при-

вёл правило нахождения пределов функций в своём учебнике ана-
лиза, изданном в  году. Но этот учебник составлен на основе
лекций, которые ему читал Иоганн Бернулли (–). В  го-
ду Бернулли уже знал это правило.
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Задача .. Вычислите с помощью правила Лопиталя предел

lim
x→0

x − sin x

x3
.

Задача .. Вычислите предел lim
x→a

ax − xa

x − a
.

Задача .. Вычислите предел lim
x→0

tg x − x

x − sin x
.

Задача .. Пусть f (x) и g(x) –– многочлены, не имеющие об-
щих корней, причём deg f < deg g и многочлен g(x) не имеет крат-
ных корней. Докажите, что

f (x)

g(x)
=

n∑
i=1

Ai

x − ai

,

где a1, …, an –– корни многочлена g и Ai = f (ai)/g′(ai).

§ .. Алгебраические и трансцендентные функции

Функцию f (x) называют алгебраической, если существуют мно-
гочлены P0(x), …, Pn(x), для которых

P0(x)( f (x))n
+ P1(x)( f (x))n−1

+…+ Pn(x)= 0,

причём многочлен P0(x) не равен тождественно нулю. В противном
случае функцию f (x) называют трансцендентной.

Задача .. Докажите, что функция f (x)= sin x трансцендент-
ная.

Задача .. Докажите, что функция f (x)= ex трансцендентная.

§ .. Формула Тейлора

Проще всего формула Тейлора выглядит для многочленов; сфор-
мулируем соответствующее утверждение в виде задачи.

Задача .. а) Пусть a –– фиксированное число. Докажите, что
любой многочлен f (x) = a0 + a1 x + a2 x2

+… + an xn можно запи-
сать в виде

f (x)= A0 + A1(x− a)+ A2(x − a)2
+…+ An(x− a)n,

где A0, A1, …, An –– константы.

б) Докажите, что A0= f (a), A1= f ′(a), A2=
f ′′(a)

2!
, …, An=

f (n)(a)

n!
.

Теорема . (формула Тейлора). Пусть a –– фиксированное чис-
ло, f (x) –– функция, имеющая производные до порядка n + 1 вклю-
чительно для любого x между a и b (для некоторого b). Тогда если
число x заключено между a и b и

T(x)= f (a)+
f ′(a)

1!
(x− a)+

f ′′(a)

2!
(x− a)2

+…+
f (n)(a)

n!
(x− a)n,
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то

f (x)− T(x)=
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

для некоторого θ между a и x.
Доказательство. Ясно, что T(a)= f (a). Далее,

T ′(x)= f ′(a)+
f ′′(a)

1!
(x− a)+…+

f (n)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1,

T ′′(x)= f ′′(a)+
f ′′′(a)

1!
(x− a)+…+

f (n)(a)

(n− 2)!
(x− a)n−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

T (n)(x)= f (n)(a),

T (n+1)(x)= 0.

Поэтому T ′(a)= f ′(a), T ′′(a)= f ′′(a), …, T (n)(a)= f (n)(a) и T (n+1)(x)=
= 0.

Рассмотрим вспомогательную функцию ϕ(x)= f (x)− T(x). Для
неё ϕ(a)= ϕ′(a)= ϕ′′(a)=…= ϕ(n)(a)= 0 и ϕ(n+1)(x)= f (n+1)(x).

Рассмотрим ещё вспомогательную функцию ψ(x)=
(x − a)n+1

(n+ 1)!
. Для

неё ψ(a)= ψ′(a)=ψ′′(a)=… =ψ(n)(a)= 0 и ψ(n+1)(x)= 1. Более
того, ни сама функция ψ, ни её производные до (n+ 1)-й включи-
тельно не обращаются в нуль в точках, отличных от a.

Фиксируем точку x 6= a. Из равенств ϕ(a)=ψ(a)= 0 следует, что
ϕ(x)

ψ(x)
=
ϕ(x)−ϕ(a)

ψ(x)−ψ(a)
. Поэтому по теореме Коши (теорема .) суще-

ствует точка x1 между a и x, для которой
ϕ(x)

ψ(x)
=
ϕ′(x1)

ψ′(x1)
. Из равенств

ϕ′(a)=ψ′(a)= 0 следует, что
ϕ′(x)

ψ′(x)
=
ϕ′(x)−ϕ′(a)

ψ′(x)−ψ′(a)
. Поэтому по тео-

реме Коши существует точка x2 между a и x1 (а значит, между a и x),

для которой
ϕ′(x1)

ψ′(x1)
=
ϕ′′(x2)

ψ′′(x2)
. Продолжая эти рассуждения, получаем

ϕ(x)

ψ(x)
=
ϕ′(x1)

ψ′(x1)
=
ϕ′′(x2)

ψ′′(x2)
=…=

ϕ(n+1)(xn+1)

ψ(n+1)(xn+1)
,

где точка xn+1 лежит между a и x.
Напомним, чтоϕ(n+1)(x)= f (n+1)(x) иψ(n+1)(x)=1. Пусть θ=xn+1.

Тогда
ϕ(x)

ψ(x)
= f (n+1)(θ ),т. е. f (x)− T(x)=

f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.
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Многочлен T(x) называют многочленом Тейлора порядка n функ-
ции f в точке a.

Разность f (x) − T(x) называют остаточным членом. Остаточ-

ный член вида
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x − a)n+1 называют остаточным членом

в форме Лагранжа.
Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Брук Тейлор (–) пришёл к

представлению функций с помощью формулы Тейлора в  году.
Но Джеймс Грегори (–) уже знал эту формулу в  году
и получил разложения нескольких важных функций. Лагранж по-
лучил остаточный член в формуле Тейлора в  году. Он первым
оценил точность приближения функции суммой конечного числа
членов ряда Тейлора.

Задача .. а) Докажите, что модуль разности между sin x и

x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+…+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!

не превосходит
|x|2n+2

(2n+ 2)!
.

б) Докажите, что модуль разности между cos x и

1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+…+ (−1)n x2n

(2n)!

не превосходит
|x|2n+1

(2n+ 1)!
.

в) Докажите, что модуль разности между ex и

1+ x+
x2

2!
+

x3

3!
+…+ xn

n!

не превосходит ex |x|n+1

(n+ 1)!
.

Замечание. Приводимые в задаче . следствия из формулы Тей-
лора можно получить и более простыми средствами. По этому пово-
ду см. § ..

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Формулы

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+… и cos x= 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+…

предложил Исаак Ньютон (–) в  году.
Задача .. Докажите, что если (n + 1)-я производная функ-

ции f тождественно равна нулю, то f –– многочлен степени не вы-
ше n.
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§ .. Равномерная сходимость
дифференцируемых функций

Начнём с двух задач.
Задача .. Докажите, что поточечно сходящаяся последова-

тельность функций, дифференцируемых на отрезке, может сходится
к не дифференцируемой функции.

Задача .. Пусть последовательность дифференцируемых фун-
кций fn сходится на отрезке к дифференцируемой функции f . До-
кажите, что при этом последовательность { f ′n} может не сходиться
к f ′.

Но при определённых условиях последовательность дифферен-
цируемых функций сходится к дифференцируемой функции и при
этом последовательность производных сходится к производной.

Теорема .. Если последовательность непрерывно дифферен-
цируемых функций fn на интервале (a, b) сходится в некоторой точ-
ке x0, а последовательность их производных f ′n равномерно сходится
на этом интервале, то последовательность функций fn равномерно
сходится на интервале к непрерывно дифференцируемой функции f ,
причём f ′(x)= lim

n→∞
f ′(x) для всех x ∈ (a, b).

Доказательство. Фиксируем точку c ∈ (a, b) и положим gn(x)=

= f ′n(c) при x= c и gn(x)=
fn(x)− fn(c)

x − c
при x 6= c. Тогда

fn(x)= fn(c)+ (x− c)gn(x) (.)

для всех x ∈ (a, b). Покажем, что для любого c последовательность
{gn} сходится равномерно на интервале (a, b). Пусть задано ǫ > 0.
Согласно теореме о среднем значении (теорема .) для точки x ∈
∈ (a, b), x 6= c, можно выбрать точку ξ между x и c так, что

gn(x)− gm(x)=
fn(x)− fm(x)− ( fn(c)− fm(c))

x − c
= f ′n(ξ)− f ′m(ξ).

Последовательность { f ′n} сходится равномерно на (a, b), поэтому
можно выбрать N так, что если n, m¾ N , то |gn(x)− gm(x)|< ǫ. Для
x = c это неравенство тоже выполняется, поскольку gn(c) = f ′

n
(c).

Равномерная сходимость последовательности {gn} доказана.
Докажем теперь, что последовательность { fn} сходится равно-

мерно на интервале (a, b). Запишем равенство (.) для c= x0:

fn(x)= fn(x0)+ (x− x0)gn(x).

Из этого равенства следует равномерная сходимость последователь-
ности { fn}, поскольку последовательность чисел { fn(x0)} сходится
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(по условию) и последовательность функций {gn} сходится равно-
мерно.

Снова фиксируем точку c ∈ (a, b) и положим f (x)= lim
n→∞

fn(x) и

g(x)= lim
n→∞

gn(x). Требуется доказать, что

f ′(c)= lim
n→∞

f ′n(c). (.)

Последовательность {gn} сходится равномерно, и каждая функция gn

непрерывна в точке c, поэтому функция g непрерывна в точке c. Кро-
ме того, gn(c)= f ′n(c). Следовательно, правую часть равенства (.)
можно записать в следующем виде:

lim
n→∞

f ′n(c)= lim
n→∞

gn(c)= g(c)= lim
x→c

g(x).

Ясно также, что

f (x)− f (c)

x − c
= lim

n→∞

fn(x)− fn(c)

x − c
= lim

n→∞
gn(x)= g(x).

Поэтому левую часть равенства (.) можно записать в следующем
виде:

f ′(c)= lim
x→c

f (x)− f (c)

x − c
= lim

x→c
g(x).

§ .. Промежуточные значения производной

Производная всюду дифференцируемой функции может не быть

непрерывной. Рассмотрим, например, функцию f (x)= x2 sin
1
x

при

x 6= 0, f (0)= 0. Если x 6= 0, то

f ′(x)= 2x sin
1
x
+ x2

�
1
x

�′
cos

1
x
= 2x sin

1
x
− cos

1
x

.

Для вычисления производной в нуле можно воспользоваться непо-

средственно определением производной. Ясно, что
f (t)− f (0)

t− 0
=

= t sin
1

t
¶ |t| при t 6= 0, поэтому f ′(0)= 0. Таким образом, функция

f ′(x) всюду определена, но в точке 0 она не непрерывна, поскольку

функция cos
1

x
не имеет предела при x→ 0.

Тем не менее, производная функции, дифференцируемой на от-
резке, принимает все промежуточные значения.

Теорема . (Дарбу). Пусть функция f (x) дифференцируема на
отрезке [a, b] и f ′(a)<λ< f ′(b). Тогда f ′(x)=λ для некоторой точ-
ки x ∈ (a, b).
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Аналогичное утверждение верно и в том случае, когда f ′(a)>
> f ′(b).

Доказательство. Пусть точка c –– середина отрезка [a, b]. Рас-
смотрим на отрезке [a, b] две непрерывные кусочно линейные функ-
ции α(t) и β(t): если a ¶ t ¶ c, то α(t) = a и β(t)= 2t − a, а если
c¶ t¶ b, то α(t)= 2t− b и β(t)= b (рис. .). Ясно, что при a< t< b

a bc

a

b

β(t)

α(t)

t

Рис. ..

выполняются неравенства a¶ α(t)< β(t)¶ b. Поэтому можно рас-
смотреть непрерывную функцию

g(t)=
f (β(t))− f (α(t))

β(t)−α(t)

на интервале (a, b). Ясно, что g(t)→ f ′(a) при t→ a и g(t)→ f ′(b)

при t→ b. Поэтому функцию g(t) можно доопределить до функции,
непрерывной на отрезке [a, b], и из теоремы о промежуточном зна-
чении (теорема .) следует, что на интервале (a, b) существует точ-
ка t0, для которой g(t0)=λ, т. е.

f (β(t0))− f (α(t0))

β(t0)−α(t0)
=λ.

Поэтому по формуле конечных приращений (теорема .) существу-
ет точка x ∈ (α(t0),β(t0)), для которой f ′(x)=λ.

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Гастон Дарбу (–) доказал тео-
рему . в  году.

§ .. Многочлены Чебышёва

Определение многочленов Чебышёва основано на том, что cos nϕ
полиномиально выражается через cosϕ, т. е. существует такой мно-
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гочлен Tn(x), что Tn(x)= cos nϕ при x = cosϕ. В самом деле, можно
положить T0(x)= 1 и T1(x)= x, а затем воспользоваться формулой

cos(n+ 1)ϕ+ cos(n− 1)ϕ= 2 cosϕ cos nϕ.

Эта формула показывает, что многочлены Tn(x), определённые при
n¾ 1 рекуррентным соотношением

Tn+1(x)= 2xTn(x)− Tn−1(x),

обладают требуемым свойством. Эти многочлены Tn(x) называют
многочленами Чебышёва.

Непосредственно из того, что Tn(x)= cos nϕ при x = cosϕ, сле-
дует, что |Tn(x)| ¶ 1 при x ¶ 1. А из рекуррентного соотношения
следует, что Tn(x)= 2n−1xn

+ a1 xn−1
+…+ an, где a1, …, an –– целые

числа.
Наиболее важное свойство многочленов Чебышёва заключает-

ся в том, что многочлен 1

2n−1
Tn(x) –– наименее уклоняющийся от

нуля на отрезке [−1, 1] многочлен степени n со старшим коэф-
фициентом 1. Это свойство тесно связано с другим важным свой-
ством многочленов Чебышёва: Tn(cos(kπ/n))= cos kπ= (−1)k при
k = 0, 1, …, n, т. е. все локальные максимумы функции Tn равны 1,
все локальные минимумы равны−1, и общее количество локальных
максимумов и минимумов равно n+ 1.

Теорема .. Пусть Pn(x) = xn
+… –– многочлен степени n со

старшим коэффициентом 1, причём |Pn(x)|¶ 1

2n−1
при |x|¶ 1. Тогда

Pn(x)=
1

2n−1
Tn(x).

Доказательство. Рассмотрим многочлен Q(x)=
1

2n−1
Tn(x)−Pn(x).

Его степень не превосходит n − 1, поскольку старшие члены мно-

гочленов 1

2n−1
Tn(x) и Pn(x) равны. Из того, что |Pn(x)| ¶ 1

2n−1
при

|x|¶ 1, следует, что в точке xk = cos(kπ/n) либо Q(xk)= 0, либо знак
числа Q(xk) совпадает со знаком числа Tn(xk).

Предположим сначала, что Q(xk) 6= 0 для всех k. В таком случае
в концах каждого отрезка [xk+1, xk] многочлен Q(x) принимает зна-
чения разного знака, поэтому у многочлена Q(x) на этом отрезке
есть корень. Количество отрезков [xk+1, xk] равно n, поэтому мно-
гочлен Q(x) имеет по крайней мере n корней. Для многочлена сте-
пени не более n− 1 это означает, что он тождественно равен нулю,

т. е. Pn(x)=
1

2n−1
Tn(x).

Предположим теперь, что Q(xk) = 0 для некоторого k. В этом
случае либо xk –– кратный корень многочлена Q, либо в окрестности
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точки xk многочлен Q принимает как положительные, так и отрица-
тельные значения. Во втором случае заменим точку xk на близкую
к ней точку x′

k
, для которой знак числа Q(x′

k
) такой же, как у числа

(−1)k. Мы снова получаем n отрезков, каждому из которых соответ-
ствует по крайней мере один корень многочлена Q. Действительно:
либо хотя бы в одном из концов отрезка расположен кратный ко-
рень многочлена Q, либо в концах отрезка многочлен Q принимает
значения разных знаков. В первом случае каждому из отрезков с
концом в кратном корне можно сопоставить свой корень многочле-
на Q.

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Пафнутий Львович Чебышёв (–
) ввёл многочлены Чебышёва и доказал теорему . в  году.

§ .. Интерполяционные многочлены
Лагранжа и Эрмита

Пусть x1, …, xn+1 –– попарно различные точки прямой. Тогда су-
ществует ровно один многочлен P(x) степени не выше n, принима-
ющий в точке xi заданное значение ai. Действительно, единствен-
ность многочлена P следует из того, что разность двух таких мно-
гочленов обращается в нуль в точках x1, …, xn+1 и имеет при этом
степень не выше n. Ясно также, что следующий многочлен обладает
всеми требуемыми свойствами:

P(x)=
n+1∑
k=1

ak

(x − x1)…(x − xk−1) · (x − xk+1)…(x − xn+1)

(xk − x1)…(xk − xk−1) · (xk − xk+1)…(xk − xn+1)
=

=

n+1∑
k=1

ak
ω(x)

(x − xk)ω′(xk)
,

где ω(x)= (x − x1) ·… · (x − xn+1). Этот многочлен P(x) называют
интерполяционным многочленом Лагранжа.

Пусть x1, …, xn –– попарно различные точки прямой, α1, …,αn ––
натуральные числа, сумма которых равна m+ 1. Предположим, что

в каждой точке xi заданы числа y(0)
i , y(1)

i , …, y
(αi−1)

i . Тогда существу-
ет единственный многочлен Hm(x) степени не выше m, для которо-
го выполняются равенства

Hm(xi)= y(0)
i , H ′m(xi)= y(1)

i , …, H(αi−1)
m (xi)= y

(αi−1)

i , i= 1, …, n.

Иными словами, в точке xi многочлен Hm имеет заданные значения
производных до порядка αi − 1 включительно. Такой многочлен Hm

называют интерполяционным многочленом Эрмита.
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Единственность интерполяционного многочлена Эрмита доста-
точно очевидна. Действительно, если G(x) –– разность двух интер-
поляционных многочленов Эрмита, то deg G ¶m и G(x) делится на
(x − x1)α1 ·… · (x− xn)αn .

Пусть Ω(x)= (x − x1)α1 ·… · (x − xn)αn . Чтобы построить интер-
поляционный многочлен Эрмита, достаточно указать многочлены
ϕik(x) (i = 1, …, n и k = 0, 1, …,αi − 1), обладающие следующими
свойствами:

) degϕik ¶m;
) ϕik(x) делится на многочлен Ω(x)/(x− xi)

αi , т. е. ϕik(x) делит-
ся на (x− x j)

α j при j 6= i;
) разложение ϕik(x) по степеням (x− xi) начинается с

1

k!
(x− xi)

k
+ c(x− xi)

αi .

Действительно, ϕ(0)

ik
(x j)=…=ϕ(αi−1)

ik
(x j)= 0 при j 6= i, ϕ(k)

ik
(xi)=

= 1 и ϕ(l)
ik

(xi)= 0 при 0¶ l ¶αi − 1, l 6= k. Поэтому можно положить

Hm(x)=
n∑

i=1

αi−1∑
k=0

y(k)
i ϕik(x).

Выберем проколотую окрестность точки xi, в которой нет точек
x1, …, xn, и в этой окрестности рассмотрим многочлен Тейлора по-

рядка αi − k − 1 функции 1

k!
· (x − xi)

αi

Ω(x)
в точке xi. Обозначим этот

многочлен lik(x). Несложно проверить, что многочлен

ϕik(x)=
Ω

(x − xi)
αi

(lik(x)(x− xi)
k)

обладает всеми требуемыми свойствами. Свойства  и  очевидны,
а свойство  доказывается следующим образом:

ϕik(x)=
lik(x)(x − xi)

k

k! lik (x)+ a(x − xi)
αi−k +…

=
(x − xi)

k

k!
(1+ b(x− xi)

αi−k
+…).

Записывая в явном виде многочлен Тейлора lik(x), получаем

Hm(x)=
n∑

i=1

αi−1∑
k=0

αi−k−1∑
s=0

y(k)
i

1

k!

1
s!

�
(x − xi)

αi

Ω(x)

�(s)

x=xi

Ω(x)

(x − xi)
αi−k−s

.

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Лагранж опубликовал формулу ин-
терполяционного многочлена в  году. Шарль Эрмит (–)
обобщил интерполяционный многочлен Лагранжа в  году.
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§ .. Формула Фаа-ди-Бруно

Формула Фаа-ди-Бруно –– это обобщение формулы производной
сложной функции на производные высшего порядка. У этой фор-
мулы есть разные записи. Мы приведём только комбинаторную за-
пись. Отметим, что наше доказательство следует [Joh].

Теорема . (Фаа-ди-Бруно). Пусть функции f и g дифференци-
руемы достаточно много раз. Тогда

dm

dtm g( f (t))=
∑ m!

b1! b2!…bm!
g(k)( f (t))

�
f ′(t)

1!

�b1
�

f ′′(t)

2!

�b2

…
�

f (m)(t)

m!

�bm

,

где суммирование ведётся по всем наборам целых неотрицатель-
ных чисел b1, …, bm, для которых b1 + 2b2 +…+mbm=m; при этом
k= b1 +…+ bm.

Доказательство. Ясно, что (g( f (t)))′=g′( f (t)) f ′(t) и (g( f (t)))′′=
= g′( f (t)) f ′′(t)+ g′′( f (t))( f ′(t))2. Предположим, что (g( f (t)))(m) яв-
ляется суммой слагаемых вида

g(k)( f (t))( f ′(t))b1…( f (m)(t))bm , (.)

где b1 + 2b2 +…+ mbm = m и b1 +…+ bm = k. Производная функ-
ции (.) равна

g(k+1)( f (t))( f ′(t))b1+1…( f (m)(t))bm+g(k)( f (t))(( f ′(t))b1…( f (m)(t))bm)′.

Во второе слагаемое входит производная m множителей, эту произ-
водную можно представить в виде суммы m слагаемых; при этом

(( f (i)(t))bi )′ = bi( f (i)(t))bi−1 f (i+1)(t),

т. е. bi заменяется на bi − 1, а bi+1 заменяется на bi+1 + 1. Ясно так-
же, что b1 + 2b2 +… + i(bi − 1) + (i + 1)(bi+1 + 1) +… = m + 1 и
b1 +…+ (bi − 1)+ (bi+1+ 1)+…= k. Таким образом, (g( f (t)))(m+1)

тоже является суммой слагаемых такого же вида (только с заме-
ной m на m+ 1).

Доказываемая формула имеет комбинаторный смысл. Чтобы
прояснить его, сопоставим разбиению чисел от 1 до m на блоки
выражение вида (.) следующим образом: количество блоков –– это
порядок производной функции g, а каждому блоку из b чисел сопо-
ставляется множитель f (b)(t). Например, разбиению {1, 2, 3} сопо-
ставляется g′( f (t)) f ′′′(t), каждому из разбиений {1, 2}, {3}; {1, 3}, {2}

и {2, 3}, {1} сопоставляется g′′( f (t)) f ′(t) f ′′(t), а разбиению {1}, {2},
{3} сопоставляется g′′′( f (t))( f ′(t))3.
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Это сопоставление позволяет доказать, что

dm

dtm g( f (t))=
∑

g(k)( f (t))( f ′(t))b1( f ′′(t))b2…( f (m)(t))bm ,

где суммирование ведётся по всем разбиениям чисел от 1 до m на
блоки, причём для каждого разбиения число k –– это количество
блоков, а bi –– это количество блоков, содержащих ровно i чисел.

Действительно, применим индукцию по m. Каждое разбиение
чисел от 1 до m + 1 единственным образом получается из разби-
ения чисел от 1 до m присоединением числа m + 1. Если мы при-
соединяем m + 1 в качестве отдельного блока, то общее количе-
ство блоков увеличивается на 1 и количество блоков, содержащих
ровно одно число, увеличивается на 1. Это соответствует примене-
нию дифференцирования к g(k)( f (t)), в результате чего получается
g(k+1)( f (t)) f ′(t). Если же мы добавляем m+ 1 к уже существующему
блоку, состоящему из i чисел, то количество блоков такого размера
уменьшается на 1, а количество блоков размера i + 1 увеличива-
ется на 1; такая операция применяется к любому из bi блоков.
Это в точности соответствует применению дифференцирования к
( f (i)(t))bi , в результате чего получается bi( f (i)(t))bi−1 f (i+1)(t); в са-
мом деле, количество блоков длины i становится равным bi − 1

(множитель ( f (i)(t))bi−1) и добавляется один блок длины i+ 1 (мно-
житель f (i+1)(t)).

Остаётся доказать, что количество разбиений числа m на b1 бло-
ков длины 1, b2 блоков длины 2 и т. д. равно

m!

(1!)b1 …(m!)bm b1!… bm!
.

Рассмотрим m! перестановок чисел от 1 до m. Каждой такой пе-
рестановке можно сопоставить разбиение на блоки: сначала идут
b1 блоков длины 1, потом b2 блоков длины 2 и т. д. Но при этом
в каждом из bi блоков длины i числа можно переставлять, от это-
го разбиение на блоки не изменяется; это соответствует множите-
лю (i!)bi в знаменателе. Кроме того, сами bi блоков длины i тоже
можно переставлять; это соответствует множителю bi! в знамена-
теле.

Иñòîðè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Франческо Фаа-ди-Бруно (–)
получил формулу для высших производных сложной функции в виде
определителя в  году. Но первым такую формулу опубликовал
Луи Арбогаст (–) в  году.
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§ .. Решения задач

.. По определению производной

f (t)− f (x)= (t− x)( f ′(x)+ u(t)),

g(s)− g( y)= (s− y)(g′( y)+ v(s)),

где t ∈ [a, b], s ∈ I и u(t)→ 0 при t→ x, v(s)→ 0 при s→ y. Пусть
s= f (t). Тогда

h(t)− h(x)= g( f (t))− g( f (x))= ( f (t)− f (x)) · (g′( y)+ v(s))=

= (t− x) · ( f ′(x)+ u(t)) · (g′( y)+ v(s)).

При t 6= x получаем

h(t)− h(x)

t− x
= (g′( y)+ v(s)) · ( f ′(x)+ u(t)).

Правая часть стремится к g′( y) f ′(x) при t→ x, поскольку из непре-
рывности функции f следует, что s→ y при t→ x.

.. Ясно, что

f (x)− f (x0)

x − x0

=
xn − xn

0

x − x0

= xn−1
+ xn−2x0+…+ xn−1

0
.

При x→ x0 каждое из n слагаемых стремится к xn−1
0

.
.. Легко проверить, что

xa − xa
0

x − x0

= xa
0

�
xa

xa
0

�
− 1

x − x0

= xa−1
0

(1+ y)a − 1

y
,

где y=
x−x0

x0

. Ясно, что y→0 при x→ x0. Кроме того, lim
y→0

(1+ y)a−1

y
=

=a (задача .).
.. Ясно, что

sin x − sin x0= 2 sin
x − x0

2
cos

x + x0

2
,

cos x − cos x0=−2 sin
x − x0

2
sin

x + x0

2
.

Остаётся заметить, что 1
x − x0

sin
x − x0

2
→ 1

2
при x→ x0 (задача .)

и функции sin x и cos x непрерывны (задача .).
.. Согласно теореме . (п. в)
�

sin x
cos x

�′
=

(sin x)′ cos x − sin x(cos x)′

cos2 x
=

cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Для (ctg x)′ вычисления аналогичны.
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